ENSA-KENITRA Examen de probabilité.

Exercice 1

CPI 2/54

A.U :2019-2020

Deux piéces (une chambre et la salle) A et B sont reliées entre elles de la facon suivante : A ouvre sur B et B ouvre sur

I'exterrieur. Une guépe initiallement (a l'instant 0) dans la piece A voudrait sortir a I'air libre. A chaque instant n € N son

trajet obéit aux régles suivantes :

— Lorsqu’elle est dans la piéce A au temps n, alors au temps n + 1 elle reste en A avec une probabilité de 1/3 et elle

passe dans la piece B avec une probabilité de 2/3.

— Lorsqu’elle est en B au temps n, alors au temps n + 1 elle retourne en A avec une proabbilité de 1/4, elle reste en B

avec une probabilité de 1/2 et elle sort a I'air libre avec une probabilité de 1/4.

— Enfi

n, lorsqu’elle est a I'air libre, elle ne revient plus.

Pour tout entier n, on notera A,, 'événement ”la guépe est dans la piece A a l'instant n ” et de méme B,,.

D,, pour "étre dehors a I'instant n ” et S,, 'événement ”la guépe sort a l'instant n”.

On notera a,, b,, d, et s, leurs probabilités respectives.

1. (a)
(b)
(0

@
(e)

®

2. (a)

(b)
Exercice 2

Déterminer les probabilités ag, b, so, a1, b1, 51 €t ss.
Sachant qu’a l'instant 2 elle est en A, quelle est la probabilité qu’elle ait été en B a I'instant 17
Justifier que pour tout entier n :

A'n+1 = (An N An+1) U (Bn N An+1) et Bn+1 = (An N Bn,+1) U (Bn n Bn—i—l)
et en déduire pour tout entier n, les relations de récurrence suivantes :

Gp41 = %an + ibn et bn+1 = %an + %bn

Montrer que pour tout entier n € N* b, = 2a,,.
En déduire pour n > 1, 'expression de a,, et de b,, en fonction de n.

Calculer les limites de a,, et de b,, quand n tend vers +oo et interpreter ce résultat.

o . 1 (. .
Justifier que pour tout entier n > 2, s, = Zb”_l et en déduire s,, en fonction de n.

Déterminer la probabilité que la guépe soit dehors a I'instant 10. (on ne cherchera pas a simplifier le résultat)

Les produits référencés X, Y et Z se partagent le marché. un consommateur n’utilisera qu’un seul de ces produits chaque

mois. On note z,,,y, et z,, la proababilité qu’il utilise les produits X, Y et Z au n**™¢ mois, ol n est un entier naturel.

On observe les données suivantes : g = 0,1,yo = 0,2 et zg = 0, 7.

Par ailleurs des sondages ont permis de déterminer les intentions des consommateurs supposées constantes :

— Utilisant le produit X un mois donné, la probabilité qu’il utilise les produits X, Y et Z le mois suivant sont respective-
ment de : 40%, 30% et 30%
— Utilisant le produit Y un mois donné, la probabilité qu'il utilise les produits X, Y et Z le mois suivant sont respective-
ment de : 30%, 40% et 30%
— Utilisant le produit Z un mois donné, la probabilité qu’il utilise les produits X, Y et Z le mois suivant sont respective-
ment de : 20%, 10% et 70%

1. Exprimer «,y1, ynr1€t 2,41 en fonction de z,,, ypet z,.
2. On consideére les matrices A = ( 0,2 0,1 >,Un = ( Tn ) et B = ( 0,2 )

0,2 0,3 0,1

n

Exprimer z,, en fonction de y, et x,et en déduire que 'on a pour tout entier n :

Un+1

=AU,+B



3. Déterminer une matrice colonne C telle que : C = A.C' + B.

4. On consideére la matrice V,, = U,, — C.

Démontrer que pour tout entier n : V,,.1 = A.V,, puis en déduire V,, en fonction de Vj.

1
-1 2

(b) Calculer D= P~'-A.P;

5. (a) Soit P = ( > Montrer que P est inversible et calculer P!,
(c) En déduire 'expression de A™ en fonction de n.

6. (a) En déduire les valeurs de z,et y,, en fonction de n.
(b) En déduire z,, en fonction de n.

(c) Quelle sont a long terme les probabilités d’utiliser les produits X, et Z?

Exercice 3

On considere deux urnes :

— une urne verte contenant une boule rouge et 3 boules vertes

— une urne rouge contenant deux boules rouges et deux vertes.

On effectue une suite de tirages d’'une boule avec remise de la facon suivante :

— le premier tirage est effectué dans l'urne verte

— a partir du second, ils sont effectués dans 'urne dont la couleur est celle de la boule obtenue au tirage précédent.
Pour tout entier n» non nul, on notera V,, le fait d’obtenir une boule verte lors du n*"¢ tirage, v,, sa probabilité et V,, le

fait de l'effectuer dans I'urne verte -de méme pour rouge-.

1. Les trois premiers tirages
Déterminer la probabilité d’obtenir
(a) la premiére boule verte au troisiéme tirage.
(b) la premiere boule rouge au troisiéme tirage.
(c) au moins une boule verte dans les trois premiers tirages.

(d) une seule boule rouge lors des trois premiers tirages.
2. Les deux premiers tirages

(a) Sile premier tirage a donné une boule rouge, quelle est la probabilité d’obtenir alors une boule verte au second
tirage ?
(b) Quelle est la probabilité d’obtenir une boule verte au second tirage ?

(c) On a obtenu une boule verte au second tirage.

Quelle est la probabilité que ce tirage ait été effectué dans 'urne rouge ?
3. Le n'“™e tirage

(a) Pour tout entier n > 1, déterminer v,,41 en fonction de v,, et de 7,

(b) En déduire que v, 41 = 1v, + 1, puis I'expression de v,, en fonction de n
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Exercice 1

Les produits référencés X, Y et Z se partagent le marché. un consommateur n’utilisera quun seul de ces produits chaque
mois. On note z,,, y, et z,, la proababilité qu’il utilise les produits X, Y et Z au n’*™¢ mois, oll n est un entier naturel.

On observe les données suivantes : g = 0,1,y9 = 0,2 et zg =0, 7.

Par ailleurs des sondages ont permis de déterminer les intentions des consommateurs supposées constantes :

— Utilisant le produit X un mois donné, la probabilité qu’il utilise les produits X,Y et Z le mois suivant sont respective-
ment de : 40%, 30% et 30%

— Utilisant le produit Y un mois donné, la probabilité qu'il utilise les produits X, Y et Z le mois suivant sont respective-
ment de : 30%, 40% et 30%

— Utilisant le produit Z un mois donné, la probabilité qu’il utilise les produits X, Y et Z le mois suivant sont respective-
ment de : 20%, 10% et 70%

1. Exprimer x,11, Ynr1€t 2,11 en fonction de x,,, ypet z,.

1 . {02 0,1 Az, (0,2
2. Oncons1derelesrnatrlcesA(0,2 073>,Un( n>etB(071).

Exprimer z,, en fonction de y,et z,et en déduire que 'on a pour tout entier n :
Un+1 =AU, + B

3. Déterminer une matrice colonne C telle que : C' = A.C' + B.

4. On considére la matrice V,, = U,, — C.

Démontrer que pour tout entier n : V,,,1 = A.V,, puis en déduire V,, en fonction de Vj.

1
-1 2

(b) Calculer D =P~ 1-A.P;

5. (a) Soit P = < ) Montrer que P est inversible et calculer P!,
(c) En déduire 'expression de A™ en fonction de n.

6. (a) En déduire les valeurs de z,et y, en fonction de n.
(b) En déduire z,, en fonction de n.

(c) Quelle sont a long terme les probabilités d’utiliser les produits X, et Z?
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Exercice 1

1. (a) ap =p(Ap) =1 carelle esten A alinstant O.
by = 0 et so = 0 pour la méme raison.
a; =p(A;) = 1/3 car elle était en A a l'instant O.
by = 2/3 et s; = 0 car elle ne peut pas sortit avant I'instant 2.
s2=p(S2) =p(Ao N B1NDs)=p(Ag) -p(B1/Ag) p(D2/AgNBy)=1-2/3-1/4=1/6
(b) On demande
p(BiNAz)  p(B1)p(A2/Bi)

PIBA) =Ty T p()

Comme (A1, By) est un systéme complet d’événements,

p(A2) =p(B1)p(A2/B1) +p (A1) p(A2/AL) =

et

Wit
=

. 3
p(Bl/A2) = "5 = 5
18

(c) Pour étre en A a l'instant n + 1 elle pouvait étre en A ou en B a l'instant précédent. donc A, 11 = (A, N A1) U
(Bn N Ayy1) et de la méme facon B, 11 = (A, N Bpt1) U (B N Bpy1) -

Comme les (A4, N A, 11) et (B, N A1) sont incompatibles,

p(Ans1) = p(AnNAni1) +p(Bo N Ani1) = p(An) p (Ant1/An) +p(Bn) p (Ant1/Bn)
1 1
ap4+1 = gan + an

2 1
et de la méme facon b, = 30n + §b"'

2. (a) On apour toutn € N,
1

2 1 1
bn+1 - gan + ibn =2 <3an + 4bn> - 2an+1

. Donc pour tout entier n € N*, b,, = 2a,,. (en substituant n a n + 1)

(b) On a alors : pour tout entier n > 1,

1 5
Ap41 = gan + Zzan = 6

donc a est une suite géométrique de raison 5/6 et de premier terme a; = 1/3 donc

ay = §"—11_ §”1 6_ §" 2 ourn > 1
"= \6 37\6/) 35 \g) 5P =

Gp

SHES

5 n
et donc b,, = -
6
(c) Comme ]%| <1, b, et a, tendent vers 0 quand n tend vers +oo. Donc la guepe finira par se retrouver dehors.
3. (a) La guépe ”sort” si I'instant d’avant elle était en B et que 1”instant d’apres elle est dehors.

Donc a partir de l'instant n = 2,



(b) La guépe est dehors a I'instant 10 si elle sort entre I'instant 2 et10.
Donc

10 10

Dig=|J Sketp(Dio) =) p(S z_O: ( )k_G,i(ZY

Pt k=2
p (Do) = 6;: <2>k+2 =90 (2)2 (2211 N %3 <1 - <2>8>

ou plus simplement, elle est dehors si elle n’est ni en A ni en B et D1g = A U Big

Exercice 2

1. Comme utliser les porduits X, Y ou Z le n**™¢ mois forme un systéme complet d’événements alors

p(Xns1) = p(Xns1/Xn)p(Xn) +p(Xng1/Yn) p (V)
+p (Xn+1/Zn) p(Zn)
0,4p (X,) +0,3p (Yy) +0,2p (Z,)

donc z,,+1 = 0,4z, + 0,3y, + 0,2z, et de méme y,,+1; = 0,3z, + 0,4y, + 0,12, et 2,41 = 0,3z, + 0,3y, + 0, 7z,

o . (0,2 0,1 s (0,2
2. Oncon51derelesmatrlcesA_(02 03> U, ( n>etB_(0’1>.

Comme les choix de X, Y et Z sont exclusifs, ona p(X,,) +p(Yn) +p(Z,) =1doncz, =1 —z, —yn
Donc z,+1 = 0,4z, + 0,3y, +0,2(1 —z, —y,) = 0,2+ 0,2z, + 0, ly,
etyn+1 = 0a3xn +0a4yn +071(]— — Tn _yn) = 071+072(En +073yn

D’ou
Tpt1 B 0,24 0,22, + 0,1y, _ (0,2 n 0,2z, + 0, 1y,
Yn+1 N 0,1+0,2x, +0, 3yn B 0,1 0,2z, +0, 3yn
0.2 (02 01 Tn
0,1 0,2 0,3 Yn
et pour tout entier n : Upy1=AU,+B

3. On cherche la colonne C par ses composantes : C' = ( x )

C:A.C+B<:>(I—A)C=B<:>( 5% o 3( )Z(%)

— 8r—y=2 L1+4+4L2 — 27y:6 — y=2/9
—2x+Ty=1 —2x+Ty=1 x=5/18

1
Donc la colonne C = s ( i ) convient (et c’est la seule)

4. On considére la matrice V,, = U,, — C.
OnaV,.1=U,41 —C=AU,+B—-(AC+B) =AU, — AC =AU, - C)=AV,
Donc la suite V' est géométrique matricielle de raison A et V,, = A"V,

5. (a) On applique la méthode de Gauss :

1 1 1 0 Ly — 1 1
-1 2 0 1 Ly + Lo 0 3

1
1
1 _
Donc P est inversible et P~! = 3 ( f 1 )

1) Mot = (e T )

(b) OnaD:P—l.A,p:1(2 —1)

1
donc D = —
onc 10(

O =



(0

()
(0

Exercice 3

Onadonc A= PDP !et A" = PD"P~!
Comme D est diagonale, D" = - ( L0 ) et

0 47
A 1 1 1 1 0 2 -1
T 3100\ -1 2 0 4n 1 1
1 2+ 47 —1+44"
T 3.10m \ —242x4" 142x4"

n

1
avecVQZUo—C=110<;)—é(i)z—%(ig)onobtient:

z, \ 11 2 4 4n —1 44" 8 +i 5
Yn /| 453-10" \ —2+2x4™ 1+4+2x4" 1 18 \ 4

On a alors < Ln > =U,=V,+C=A"V;+C

. 1548x4" 5 1 54647 2
Tp=——m—————— 4 — = —— = 42
5 10m 185 T 5T 10m 9
, 1 154+3x4" 1 —54+6x4n
fi nzl_ n— Yn = 5 - - o=
entin = Tn=Yn = 5 E T qgn B 10m

Et quand n tend vers +oo (2 long terme) ona =, — 5/18 : y, — 2/9et z, — 1/2

On considére deux urnes :

— une urne verte contenant une boule rouge et 3 boules vertes

— une urne rouge contenant deux boules rouges et deux vertes.

On effectue une suite de tirages d’'une boule de la facon suivante :

— le premier tirage est effectué dans 'urne verte

— a partir du second, ils sont effectués dans 'urne dont la couleur est celle de la boule obtenue au tirage précédent.

Pour tout entier n non nul, on notera V,, le fait d’obtenir une boule verte lors du n**"¢ tirage, v,, sa probabilité et V,, le

fait de leffectuer dans 'urne verte -de méme pour rouge-.

1. Les trois premiers tirages

Déterminer la probabilité d’obtenir

(a)

(b)

(@

(d)

A ="la premiére boule verte au troisieme tirage”.
C’est : “obtenir une verte au troisiéme et des rouges avant” = R N Ro N V3
Donc P (A) =P (R1) Pgr, (R2) Pr,nr, (V3) l'interprétation du conditionnement précisant 'urne du tirage :
P(A) =P (R1)Pr, (R2) Pr, (V3) et les boules étant équiprobables
111
P =131
B ="premiére rouge au 3éme tirage”
Comme précédemment, seules les urnes changent :
P (4) = P (Vi) Py, (V) Py, (Ry) = 5o 1
C ="au moins une boule verte dans les trois premiers tirages”
Plut6t que de décomposer I'événement (réunion puis crible) il est plus facile de passer par 'événement contraire :
C ="aucune verte”="uniquement des rouges”=R; N Ry N R3
Donc P (C) =P (Ry) Pr, (R2) Pr, (R3) = 35 etP(C)=1—{ = 32
D ="une seule boule rouge lors des trois premiers tirages”
La premiére idée est de compter les boules rouges obtenues ... et d’espérer que la loi soit usuelle (binomiale ou
Hypergéométrique) Mais ici, les tirages ne sont pas indépendants ni la probabilité de Rouge constante.

On en revient donc a la décomposition de I'événement :

D=(RiNVaNVs)U(ViNRaNV5)U(ViNVan Rs)



Les trois étant incompatibles, (on a soit pile soit face a une tirage donné) :

P(D)=P(RiNVanV3)+P(ViNnRaNV3)+P(ViNnVan R3)
:P<R1)PR1 (%)PRIOVQ (V3)+

=P (R1) Pr, (V2) Py, (V3) + P (V1) Py, (R2) Pr, (V3) + P (V1) Py, (V2) Py, (R3)
113 311 331 21

12173127111 " @

2. Les deux premiers tirages

(a) Sile premier tirage a donné une boule rouge, quelle est la probabilité d’obtenir alors une boule verte au second
tirage ?
On cherche ici une probabilité conditionnelle... immédiate en interprétant : on fait le second tirage dans I'urne
rouge.
Pgr, (Vo) =Pg, (Vo) = % car les boules de cette urne sont équiprobables.

(b) Quelle est la probabilité d’obtenir une boule verte au second tirage ?
On connait les probabilités en conditionnant par le premier tirage.
On utilise donc la formule des probabilités totales :

(R1, V1) est un systéme complet d’événements donc

P (V) = Pg, (V2) P (R1) 4+ Py, (V2) P (V1)

11,33
24 44
1

16

(c) On a obtenu une boule verte au second tirage : le conditionnement.
Quelle est la probabilité que ce tirage ait été effectué dans 'urne rouge ?
Ici, on conditionne par la conséquence.
On utilise donc la formule de Bayes :

Py, (Ry) = 02N R2) _ P(Ry)Pr, (V5)

P (V3) P (V2)
avec P (Ry) =P (Ry) = 2 et P(V2) = & donc
11 g
Py, (Ro) = 42 = u

ol

3. Le n'™* tirage

(a) Pour tout entier n > 1, déterminer v, en fonction de v,, et de r,,

On a v,+1 = P (V,,41) et on connait seulement cette probabilité conditionnée par I'urne de tirage. On utilise donc
+ + p p g

la formule des probabilités totales :

(Vn+1, Rn41) est un systeme complet d’événements donc

P (Vay1) = Py, (Vas1) P (Vng1) + PR (Va41) P (Rn1)

3 1
*ZP(‘/n)+§ (Rn)
31
74% 27”n

Donc vy4+1 = %vn + %rn



1

(b) Etcomme V,, = R, onaalors 7, = 1 — v, et vpp1 = 30, + 3 (1 — v,) = Jvp + 1,

Donc la suite v est arithmético-géométrique.

On détermine unréel ctel que c = te+ L <= 3c=1 «=c=2

Puis on défini la suite auxiliaire w par w,, = v,, — ¢ pour tout n € N*
On a donc wy11 = vp41 — Cc= %UnJr%— (%ch%) = i(vn —c) = %wn

Suite qui est donc géométrique de raison i et de premier terme w; = v; — ¢ =

Donc u, = (1) 5 = 4 (1) etva = wn+e=§ (1) +3

3 _
1

win

—
m""



